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Résumé :
L’objectif de ce travail est de construire par POD (« Proper Orthogonal Decomposition ») des modèles d’ordre ré-
duit permettant de reproduire de manière fiable la dynamique spatio-temporelle d’un écoulement décollé. L’intérêt
croissant pour ces modèles réduits de dynamique s’explique par leur utilisation potentielle dans la résolution de
problèmes d’optimisation sous contraintes de grande taille, rencontrés en contrôle d’écoulements. La démarche
générale consiste à remplacer le modèle détaillé de l’écoulement (les équations de Navier-Stokes), par un modèle
approché, plus rapide à résoudre et contenant les caractéristiques essentielles de la dynamique. La POD, optimale
au sens de la reconstruction énergétique, permet d’approximer cette dynamique dans un sous-espace généré par
un petit nombre de modes. Différentes méthodes de calibration sont ici développées afin d’améliorer la prédic-
tion du modèle réduit. Essentiellement, ces méthodes consistent à ajouter aux équations du modèle des termes
supplémentaires calculés comme solutions d’un problème de minimisation sous contraintes.
Abstract :
The objective of this work is to construct, using POD (Proper Orthogonal Decomposition), reduced-order models
able to accurately reproduce the spatio-temporal dynamics of separated flows. The growing interest concerning
these models comes from their potential use in the resolution of large scale constrained optimization problems,
in the context of flow control. The general approach consists in substituting the detailed model of Navier-Stokes
equations for an approximated model, cheaper to compute and capturing the essential features of the dynamics.
POD, which is the optimal decomposition in terms of energy, allows to approximate the flow dynamics in a sub-
space spanned by a few number of modes. Different calibration methods are developed here in order to improve
the accuracy of this approximation. The idea is to determine auxiliary parameters in the equations of the model,
computed by resolving appropriate constrained minimization problems.
Mots-clefs :
modèles réduits POD ; calibration ; contrôle d’écoulements
1 Introduction
Dans le but de supprimer ou retarder le décollement de couche limite, il est fondamental de
déterminer des lois de contrôle optimales, afin de construire des actionneurs appropriés, et ayant
le meilleur rendement énergétique. La résolution d’un tel problème d’optimisation est basée sur
la minimisation d’une fonctionnelle représentative du décollement (vorticité par exemple) par
rapport à certains paramètres de contrôle (débit ou fréquence d’un actionneur de soufflage par
exemple), sous les contraintes des équations de Navier-Stokes. La difficulté majeure de cette
approche réside dans la procédure itérative utilisée généralement pour résoudre le problème de
contrôle optimal. En effet, les équations de la dynamique (Navier-Stokes) doivent alors être ré-
solues un grand nombre de fois, ce qui s’accompagne in fine de coûts numériques prohibitifs.
Dans le but de contourner ce problème, la modélisation de dimension réduite constitue un ou-
til puissant permettant une approximation de la dynamique d’un écoulement, sur un espace de
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faible dimension, ce qui réduit considérablement les temps de calculs et les stockages mémoires
nécessaires à la mise en œuvre de telles méthodes.
Dans cette optique de compression d’informations, la POD permet d’extraire une base de
l’écoulement optimale au sens de la reconstruction énergétique. La projection de Galerkin des
équations de Navier-Stokes sur un nombre fini de modes POD permet alors d’obtenir un système
d’équations différentielles ordinaires en temps : le modèle d’ordre réduit POD. La résolution
de ce système d’équations donne l’évolution temporelle de la dynamique de l’écoulement res-
treinte au sous-espace POD, et ce modèle peut alors être utilisé en remplacement des équations
de Navier-Stokes dans le cadre de la résolution d’un problème d’optimisation.
En raison de la troncature réalisée dans l’espace des modes, ce modèle réduit de dynamique peut
ne pas être suffisamment précis. En effet, les modes POD peu énergétiques d’ordre élevé, qui ont
été négligés dans la construction du modèle, jouent un rôle dans la dissipation effectuée aux pe-
tites échelles. Afin de corriger ce manque de dissipation inhérent à l’approche POD-Galerkin,
des méthodes de calibration sont développées. Essentiellement, des termes de différentes na-
tures (constants, linéaires ou visqueux) sont ajoutés au système afin d’améliorer la qualité de
l’approximation de la dynamique de référence. Ces termes sont calculés soit par moindres car-
rés, soit en résolvant un problème d’optimisation contraint visant à minimiser l’écart entre la
dynamique calculée par le modèle et la dynamique de référence, sous réserve que les termes de
calibration vérifient les équations du modèle d’ordre réduit POD.
La construction du modèle ainsi que la présentation des différentes méthodes de calibration sont
tout d’abord testées sur une dynamique d’écoulement relativement classique : l’écoulement
derrière un cylindre circulaire à Re = 200, simulé par DNS (code Icare, IMFT). La métho-
dologie de construction d’un modèle calibré POD d’ordre réduit est ensuite appliquée au cas
d’un écoulement décroché autour d’un profil NACA012 à Re = 5000, simulé par DNS (code
commercial Fluent). Ces deux configurations seront respectivement qualifiées de cylindre-DNS
et profil-DNS.
2 Obtention du modèle POD
Partant d’un jeu de Nt champs spatio-temporels mesurés ou simulés numériquement (vi-
tesse, pression,...), la méthode des snapshots (Bergmann, 2004) permet de déterminer une base
POD représentative de ces grandeurs. La vitesse, par exemple, s’exprime au moyen de cette
décomposition comme un produit de fonctions propres spatiales Φi(x) et temporelles ai(t) :
u(x, t) = um(x) +
Nt∑
i=1
ai(t)Φi(x), (1)
où um représente la vitesse moyennée sur le temps et où x ∈ Ω est la variable d’espace.
Le modèle est ensuite obtenu par projection de Galerkin des équations de Navier-Stokes sur le
sous-espace généré par un faible nombre Ngal de modes POD. (., .)Ω étant un produit scalaire
de l’espace Ω dans L2 , la projection de Galerkin s’écrit :
(
Φi,
∂u
∂t
+ (u.~∇)u
)
Ω
=
(
Φi,−~∇p+
1
Re
∆u
)
Ω
. (2)
En introduisant la décomposition (1) dans la projection (2), on obtient, après quelques ma-
nipulations algébriques, le système d’équations différentielles ordinaires suivant :
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

dai
dt
=Ci +
Ngal∑
j=1
Lijaj +
Ngal∑
j=1
Ngal∑
k=1
Qijkajak +
(
Φi,−~∇p
)
Ω
,
ai(0)=
(
u(x, 0)− um(x),Φi(x)
)
Ω
.
(3)
Les coefficients constants Ci, linéaires Lij, et quadratiques Qijk dépendent explicitement de
Φ, um et de Re. Selon l’approche classique POD-Galerkin, ces coefficients sont calculés une
fois pour toute au début de la procédure. Le système d’équations du modèle POD d’ordre réduit
est alors intégré en temps par un schéma Runge-Kutta d’ordre 4, ce qui donne l’évolution tem-
porelle des coefficients ai(t) prédite par le modèle. Afin de tester la qualité de l’approximation
réalisée, les coefficients ai(t) sont comparés avec les coefficients temporels POD aˆi(t) directe-
ment extraits à partir du jeu de snapshots de référence.
Comme dans la majorité des travaux de la littérature, le terme de pression
(
Φi,−~∇p
)
Ω
est
ici simplement négligé. Si les solutions du système (3) sont calculées conformément à l’ap-
proche présentée ci-dessus, l’approximation n’est pas parfaite dans le cas cylindre-DNS. En
effet, comme l’illustre la figure 1, les maxima de référence ont tendance à être surestimés (ce
qui est lié au manque de dissipation du modèle) et un léger déphasage en temps apparaît. Glo-
balement, les erreurs d’approximation sont plus marquées sur les coefficients d’ordre élevé.
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FIG. 1 – Comparaison des coefficients temporels calculés par le modèle réduit sans calibration aux
coefficients temporels POD. Cas cylindre-DNS. — dynamique temporelle prédite par le modèle réduit
POD, ... dynamique temporelle de référence.
Afin d’améliorer l’approximation du modèle , différentes méthodes de calibration sont alors
introduites dans le paragraphe suivant, et testées sur le cas cylindre-DNS. Une application est
ensuite effectuée sur la configuration profil-DNS.
3 Procédures de calibration
Le principe est l’ajout de termes supplémentaires dans le système (3). Il est ainsi possible
d’ajouter des termes linéaires (Galletti et al., 2004), des termes constants et linéaires (Buffoni et
al., 2006), ou des viscosités tourbillonnaires sur chaque mode (Bergmann, 2004). Le paragraphe
suivant présente des méthodes de calcul de ces différents termes.
Procédure de moindres carrés
Cette première méthode correspond à une minimisation par moindres carrés de l’écart entre
les coefficients temporels ai calculés par le modèle, et les coefficients temporels POD aˆi déter-
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minés aux instants tk à partir du jeu de snapshots de référence (aˆi(tk) = (u(x, tk),Φi)−um(x)).
Ce problème peut se ramener à la minimisation de la fonctionnelle I suivante :
I =
Ngal∑
i=1
Nt∑
s=1
[a˙i(ts)− ˙ˆai(ts)]
2.
Soit Cij un terme linéaire de calibration (par exemple), une expression analytique est alors
déduite par annulation de la dérivée ∂I
∂Cij
. Une simple résolution d’un système linéaire matri-
ciel permet alors le calcul des termes de calibration. La calibration du modèle par des termes
linéaires par exemple (Fig. 2), permet de corriger les surestimations des maxima et les dépha-
sages temporelles observés sur la figure 1.
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FIG. 2 – Comparaison des coefficients temporels calculés par le modèle réduit calibré aux coefficients
temporels POD. Cas cylindre-DNS. — dynamique temporelle prédite par le modèle réduit POD, ... dy-
namique temporelle de référence.
Afin de comparer l’efficacité des différentes formes de termes de calibration, l’erreur d’ap-
proximation Ei est introduite selon la définition suivante : Ei = 1Nt
√∑Nt
s=1 (ai(ts)− aˆi(ts))
2
.
La figure 3 présente les erreurs d’approximation associées aux différentes formes de termes de
calibration. Les meilleurs résultats sont obtenus dans le cas où la calibration est effectuée par
ajout de termes constants et linéaires. En effet, par rapport à l’ajout d’une viscosité sur chaque
mode, les termes linéaires Cij prennent en compte les interactions intermodales par l’intermé-
diaire des termes non diagonaux. A partir de maintenant, les méthodes de calibration seront
basées sur l’introduction de termes constants et linéaires.
FIG. 3 – Variation de l’erreur d’approximation selon la forme des termes de calibration utilisés dans le
cas cylindre-DNS.
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Procédure d’optimisation sous contraintes
Bien que la précédente méthode fournisse des résultats très bons dans le cas cylindre-DNS,
il peut être nécessaire, dans le cas de configurations d’écoulements plus complexes, de faire
appel à une méthode mathématiquement plus rigoureuse (optimisation sous contraintes). Soit T
l’instant de fin de la simulation, le principe consiste à déterminer les termes de calibration Cij
qui minimisent la fonctionnelle J suivante :
J (ai, Cij) =
∫ T
0
Ngal∑
i=1
[ai(t)− aˆi(t)]
2
dt,
sous les contraintes des équations (3). Par rapport à la méthode précédente, en plus de recons-
truire l’information provenant des observations (aˆi), on impose aussi de respecter les équations
du mouvement, ce qui en fait une méthode plus complète. La résolution de ce problème est
effectuée par la méthode des multiplicateurs de Lagrange où les contraintes sont imposées dans
la définition d’une nouvelle fonctionnelle L, par l’intermédiaire de variables adjointes ξ :
L(ai, Cij, ξ) = J (ai, Cij)−
Ngal∑
k=1
∫ T
0
ξk(t)Nk(ai, Cij) dt.
Dans cette expression, les contraintes Nk(ai, Cij) = 0 correspondent à l’équation k du modèle
calibré (3). En considérant que chaque variable de L est indépendante des autres, le système
optimal est déterminé en annulant la dérivée de L par rapport à ξ, ai et Cij. ∂L∂ξ = 0 donne,
par construction de la fonctionnelle, les équations d’état Nk(ai, Cij) = 0. ∂L∂ai = 0 donne les
équations adjointes et on obtient finalement la condition d’optimalité par ∂L
∂Cij
= 0.
Comme il est fait mention dans l’introduction, la résolution du système constitué de ces
trois équations est souvent extrêmement lourde numériquement. Cependant, dans ce cas, les
équations d’état et adjointes étant restreintes au sous-espace réduit POD, leur résolution est peu
coûteuse, allégeant ainsi la procédure globale en termes de temps de calcul.
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FIG. 4 – Comparaison des erreurs d’approximation obtenues par les différentes méthodes de calibration
pour le cas cylindre-DNS.
La figure 4 compare différentes méthodes de calibration de termes constants et linéaires. La
méthode d’optimisation sous contraintes permet d’obtenir des résultats meilleurs que la procé-
dure par moindres carrés, la différence se faisant essentiellement sur les premiers modes. La
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calibration la plus efficace est donc effectuée par ajout de termes constants et linéaires, calculés
en résolvant le problème d’optimisation sous contraintes présenté ci-dessus. Cette méthode est
appliquée dans le paragraphe suivant au cas d’un écoulement décollé autour d’un profil d’aile.
4 Application et discussion
FIG. 5 – Snapshot du cas profil-DNS.
Ce jeu de snapshots (Fig. 5) simulé par DNS corres-
pond à une configuration décrochée autour d’un profil
NACA012 (Re = 5000 et un angle d’attaque de 16o).
Le modèle est construit selon l’approche POD-Galerkin
et calibré par ajout de termes constants et linéaires, calcu-
lés en résolvant un problème de minimisation contraint.
Comme l’illustre la figure 6 représentant l’approximation
des coefficients a5(t) et a7(t), le modèle non calibré se
révèle plus instable que le cas cylindre-DNS, et tend à di-
verger aux temps longs. La calibration permet par contre
de corriger les erreurs d’approximation et l’on obtient finalement un modèle capable de recons-
truire correctement la dynamique temporelle de référence.
a7(t)a5(t)
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FIG. 6 – Comparaison des coefficients temporels calculés par le modèle réduit avec et sans calibration
aux coefficients temporels POD. Cas profil-DNS. — dynamique temporelle prédite par le modèle réduit
POD, ... dynamique temporelle de référence.
Avec ces techniques de calibration, des modèles POD d’ordre réduit peuvent donc repro-
duire de manière fiable la dynamique d’un écoulement décollé. Ces résultats encourageants
permettent d’envisager le calcul de lois de contrôle optimales à partir de ces modèles. Cet as-
pect constitue la perspective directe de ce travail.
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